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1. Hallar el conjunto de todas las soluciones de la inecuación: 

|𝑥 − 3| − 2

|4 − 𝑥| − 1
< 1 

Solución: 

Se trata de una inecuación racional con valor absoluto por lo que hay que comparar con cero: 

|𝑥 − 3| − 2

|4 − 𝑥| − 1
< 1   ⟹    

|𝑥 − 3| − 2

|4 − 𝑥| − 1
− 1 < 0  ⟹    

|𝑥 − 3| − 2 − (|4 − 𝑥| − 1)

|4 − 𝑥| − 1
< 0 

|𝑥 − 3| − |4 − 𝑥| − 1

|4 − 𝑥| − 1
< 0 

 

La expresión |𝑥 − 3| cambia en 𝑥 = 3, y la expresión |4 − 𝑥| lo hace en 𝑥 = 4, por lo que las soluciones 

por segmento de la recta real son: 

Segmento I:  𝑥 < 3 ⟹   {
|𝑥 − 3| = 3 − 𝑥
|4 − 𝑥| = 4 − 𝑥

  

(3 − 𝑥) − (4 − 𝑥) − 1

(4 − 𝑥) − 1
< 0  ⟹  −

2

3 − 𝑥
< 0   ⟹   

2

3 − 𝑥
> 0 

Puntos críticos: {3}       

Se tiene que si 𝑥 < 3, entonces 3 − 𝑥 > 0 y como el numerador es siempre positivo, la solución en 

este segmento es entonces: Sol𝟏 ≡ (−∞, 3) 

 

Segmento II:  3 < 𝑥 < 4 ⟹   {
|𝑥 − 3| = 𝑥 − 3
|4 − 𝑥| = 4 − 𝑥

  

(𝑥 − 3) − (4 − 𝑥) − 1

(4 − 𝑥) − 1
< 0    ⟹     

2𝑥 − 8

3 − 𝑥
< 0   ⟹    

2(𝑥 − 4)

3 − 𝑥
< 0 

Puntos críticos: {3;  4}       

Considero sólo los intervalos tales que 3 < 𝑥 < 4 

y evalúo en los puntos críticos. 

 

 

Segmento II (3,4) 

𝑥 − 4 − 

3 − 𝑥 − 

2(𝑥 − 4)

3 − 𝑥
 + 

 
Sol𝟐 ≡ ∅ 
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Segmento III:  𝑥 > 4 ⟹   {
|𝑥 − 3| = 𝑥 − 3
|4 − 𝑥| = 𝑥 − 4

  

(𝑥 − 3) − (𝑥 − 4) − 1

(𝑥 − 4) − 1
< 0    ⟹     

0

𝑥 − 5
< 0   ⟹    0 < 0 

Puntos críticos: {5}       

Esta expresión es falsa para cualquier 𝑥 ∈ ℝ − {5}, ya que por la tricotomía del orden en ℝ, se tiene 

que 𝑎 > 𝑏 ó 𝑎 < 𝑏 ó 𝑎 = 𝑏, y como 0 = 0 entonces no se puede tener que 0 < 0, luego Sol𝟑 ≡ ∅ 

Los puntos críticos quedan excluidos por ser una desigualdad estricta, y en el caso de 𝑥 = 5 por 

anular el denominador. 

Sabemos entonces que:    SOLUCIÓN ≡ Sol𝟏 ∪ Sol𝟐 ∪ Sol𝟑 = (−∞, 3) ∪ ∅ ∪ ∅ = (−∞, 𝟑) 

2. Sea 𝐿 la recta de ecuación 𝐿 ≡ 4𝑦 − 3𝑥 + 18 = 0 y 𝑃(−4, 5) un punto. 

a) Halle la ecuación de la recta 𝐿′ que es paralela a 𝐿 y pasa por 𝑃. 

b) Halle la ecuación de la circunferencia tangente a 𝐿 y 𝐿′ que pasa por 𝑃. 

Solución: 

Dos rectas paralelas tienen la misma pendiente, luego lo único que cambia entre sus ecuaciones de 

la forma 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 es el valor de 𝐶. Para que pase por 𝑃 se tiene: 

4(5) − 3(−4) + 𝐶 = 0  ⟹    𝐶 = −32 

Así, la ecuación de 𝑳′ ≡ 𝟒𝒚 − 𝟑𝒙 − 𝟑𝟐 = 𝟎, que también se puede escribir como 𝑳′ ≡ 𝒚 = 𝟑𝒙
𝟒⁄ + 𝟖 

La circunferencia tangente a ambas rectas que pasa por 𝑃 tendrá en 𝑃 el punto de tangencia con la 

recta 𝐿′, con lo que hallando la ecuación de una recta perpendicular a 𝐿′ que pase por 𝑃 tendré una 

recta que contenga al centro y podré calcular la mitad de la distancia entre ambas rectas, que será 

el radio de la circunferencia. Así, si 𝑇 es la recta perpendicular a 𝐿′ que pasa por 𝑃, tengo: 

𝑇 ≡ 4𝑥 + 3𝑦 + 𝐶 = 0      ⟹       4(−4) + 3(5) + 𝐶 = 0    ⟹    𝐶 = 1 

Con lo que 𝑇 ≡ 4𝑥 + 3𝑦 + 1 = 0, y la intersección de ambas rectas ocurrirá en un cierto punto 𝑄, que 

se hallará resolviendo el sistema {
4𝑥 + 3𝑦 + 1 = 0

−3𝑥 + 4𝑦 + 18 = 0
   ⟹     {

𝑥 = 2
𝑦 = −3

 

Así, tenemos el punto 𝑄(2, −3). El radio de la circunferencia será la mitad de la distancia entre 𝑃 y 

𝑄 (calculo 𝑟2 por simplicidad): 

𝑟2 =
(−4 − 2)2 + (5 − (−3))

2

4
= 25 

El centro será el punto medio del segmento 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ : 

𝐶 = (
−4 + 2

2
;
5 + (−3)

2
) = (−1, 1) 

Así, la ecuación canónica de la circunferencia pedida será:          (𝒙 + 𝟏)𝟐 + (𝒚 − 𝟏)𝟐 = 𝟐𝟓 
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3. Dadas las siguientes funciones: 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1               𝑔(𝑥) = {
𝑥 + 3      si  𝑥 < 2

√𝑥 − 2   si  𝑥 ≥ 2
 

a) Bosqueje las gráficas de ambas funciones, 𝑓 y 𝑔 por separado. 

b) Determine el dominio y el rango de 𝑓 y 𝑔. 

c) Halle (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) 

Solución:  (Las gráficas se encuentran en la siguiente página) 

La función 𝑓(𝑥) es un polinomio, luego Dom𝑓 = ℝ, y como 𝑥2 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ ℝ entonces 𝑥2 + 1 ≥ 1, de 

donde Rg𝑓 = [1, +∞). 

La función 𝑔(𝑥) es a trozos, y Dom𝑔 = (−∞, 2) ∪ [2, +∞) = ℝ. El rango se tendrá por segmentos: 

 Segmento I:   𝑥 < 2 ⟹   𝑥 + 3 < 5  ⟹     Rg𝑔1 = (−∞, 5) 

 Segmento II:  𝑥 ≥ 2 ⟹   𝑥 − 2 ≥ 0  ⟹   √𝑥 − 2 ≥ 0   ⟹    Rg𝑔2 = [0, +∞) 

Luego Rg𝑔 = (−∞, 5) ∪ [0, +∞) = ℝ 

La composición se realiza sustituyendo literalmente: 

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = {
𝑓(𝑥) + 3        si  𝑓(𝑥) < 2

√𝑓(𝑥) − 2     si  𝑓(𝑥) ≥ 2
 

Ahora calculamos los intervalos de definición en términos del dominio de la función interna: 

𝑓(𝑥) < 2 ⟶ {
𝑥2 + 1 < 2
𝑥 ∈ Dom𝑓

  ⟹ {𝑥2 < 1
𝑥 ∈ ℝ

 ⟹   |𝑥| < 1  ⟹   𝑥 ∈ (−1, 1)   

𝑓(𝑥) < 2   ⟺   𝑥 ∈ (−1, 1) 

 

𝑓(𝑥) ≥ 2 ⟶ {
𝑥2 + 1 ≥ 2
𝑥 ∈ Dom𝑓

  ⟹ {𝑥2 ≥ 1
𝑥 ∈ ℝ

 ⟹   |𝑥| ≥ 1  ⟹   𝑥 ∈ ((−∞, −1] ∪ [1, +∞)) 

𝑓(𝑥) ≥ 2   ⟺   𝑥 ∈ (−∞, −1] ∪ [1, +∞) 
 

Así, finalmente: 

(𝒈 ∘ 𝒇)(𝒙) = 𝒈(𝒇(𝒙)) =  {
𝒙𝟐 + 𝟒       si   𝑥 ∈ (−1, 1)                               

√𝒙𝟐 − 𝟏       si   𝑥 ∈ ((−∞, −1] ∪ [1, +∞))      
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Las gráficas de 𝑓(𝑥) y 𝑔(𝑥):  
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